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Objectiu

La matematica va néixer com una eina per a entendre i quantificar el mén,
aixi com per a poder predir el futur.

En aquesta xerrada volem il-lustrar aquests aspectes amb exemples concrets.

y=4-—12/2

Hi ha diferents tipus de models matematics. Molts d’ells estan basats en:

e Equacions diferencials (ordinaries o en derivades parcials),
@ Sistemes dinamics discrets,

@ Models aleatoris,

Veurem amb detall alguns exemples.
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Prediccié del futur?
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Prediccié del futur?

Podem predir usant models matematics dels moviments dels cossos celests:
Eclipsi solar del 12 d’agost de 2026

L’eclipsi solar del 12 d'agost de 2026 sera un eclipsi solar total. Sera visible
a Europa només a Islandia, Espanya i a I'extrem nord-est de Portugal.

Travessara Espanya en direccié sud-est durant la tarda, i acabara amb la
posta de sol a les llles Balears.

Es podra veure com a eclipsi total a les ciutats de Lleida, Tarragona.

En canvi, Barcelona i Girona quedaran fora de I'area de totalitat i es veura
com a eclipsi parcial.
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Prediccié del futur?

Altres eclipsis

L'dltim eclipse total visible des d’Espanya va ser I'any 1905.
A Europa, I'tGltim visible va ser I'any 1999.

El 2 d'agost de 2027 n'hi haura un altre de total.

Al gener de 2028 n'hi haura un d'anul-lar

Eina matematica per fer la prediccié: model amb equacions diferencials.
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Prediccié del futur?

Un rellotge de sol

Aquest rellotge de sol és a casa del meu germa.

Tots els calculs per la seva construccié els va fer el meu company de depar-
tament, Joan Girbau, sense sortir del seu despatx!

Cada cop que el vaig a veure (de dia) gaudeixo de la seva puntualitat (£15
minuts) i em recorda el poder de les matematiques.
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Poblacié del mén
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e Un primer exemple detallat: la poblacié del mén
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Fa uns anys (2019) fullejant la revista PRONTO vaig trobar aquesta noticia:

El mundo tendra 9.700 millones B e
1niforme bianual sobre

de habitantes en el 2050 poblacién, en el que se han

A pesar de ser una cifra altfsima, el crecimiento e Podidosaber datoscomoque
los Ultimos afios es inferior al esperado D700 Tlonee A8 Datian.
i - i L tes, un notable aumento, te-
niendo en cuenta que actual-
' mente somos 7.700 millo-
nes. La organizacidn tam-
bién facilita datos para el
2100, cuando habra 11.000
millones de personas.

A pesar de que los ni-
meros son realmente altos,
el crecimiento que se espe-
ra es inferior al que se pre-
vefa hace dos afios. En el
informe también se habla
del envejecimiento del
planeta, «debido al au-
mento de la esperanza de
vida al nacery la disminu-
cion de los niveles de fe-
cundidad».m

FOTO: ISTOCK

Com es fa per predir aquests resultats?
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Poblacié del mén

Veurem en aquest primer exemple tot I'esquema de la modelitzacié matematica

Observacié de la realitat.

o Llei quantitativa proposada per modelitzar-la.
o Calculs matematics.

@ Comprovacié de la coherencia dels resultats.
°

Prediccions.

Seguirem el treball:

A. Gasull, J. Torregrosa. Models de poblacié del mén i prediccions, Materials
Matematics 2009(4), 1-20, 2009

En aquest treball només s'usen dades fins a 2005.
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Poblacié del mén

El treball a Materials Matematics

MATerials MATematics

Volum 2009, treball no. 4, 20 pp. ISSN: 1887-1097

Publicaci6 electronica de divulgacié del Departament de Matemétiques
de la Universitat Autdnoma de Barcelona

wuw.mat .uab. cat/matmat

Models de poblacié del mén

i prediccions
Armengol Gasull, Joan Torregrosa

La dindmica de poblacions intenta descriu-
re i predir com evoluciona la poblacié d’una o
varies especies al llarg del temps. En aquest
treball considerarem només el cas d’una espécie
i més concretament el cas de la poblacié huma-
na. El que pretenem és, en poques paraules,
predir com evolucionara la poblacié del mén
a partir de dades disponibles (estimades) de la
poblacié humana durant els darrers vint segles.
L’existencia de tauletes babiloniques d’argila,
amb una antiguitat estimada de més de 3600
an mostra la preocupacié que ja tenien en aquella época per un e;
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Poblacié del mén

Observacié de la realitat

t | Pt) t | Pt) t P

0 0.285 1350 | 0.443 1940 2.300
200 | 0.223 1400 | 0.362 1950 2.535
400 | 0.198 1500 | 0.483 1955 2.771
500 | 0.198 1600 | 0.562 1960 3.032
600 | 0.203 1650 | 0.508 1965 3.343
700 | 0.209 1700 | 0.640 1970 3.699
800 | 0.222 1750 | 0.795 1975 4.076
900 | 0.233 1800 | 0.969 1980 4.451
1000 | 0.300 1850 | 1.265 1985 4.855
1100 | 0.311 1900 | 1.656 1990 5.295
1200 | 0.405 1910 | 1.750 1995 5.719
1250 | 0.408 1920 | 1.860 2000 6.124
1300 | 0.396 1930 | 2.070 2005 6.515

Taula 1: Poblacié del moén en milers de milions entre 'any 0 i el 2005.
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Poblacié del mén

Observacié de la realitat-ll

Poblacio del mon

0 500 1000 1500 2000
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Poblacié del mén

Llei quantitativa proposada per modelitzar-la

@ P(t) denota la poblacié a l'instant t.
P'(t)
P(t)

@ Molts models matematics de poblacié sén equacions diferencials de la
forma

denota la taxa de creixement de la poblacié.

P'(t)

—2 = F(P(t

s = (P,
on F determina el model.

o Pel model de Verhulst F(P) = a+ bP.
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Poblacié del mén

Llei quantitativa proposada: model de Verhulst

Pierre Frangois Verhulst (1804-1849) va ser un matematic belga, especialista
en teoria de nombres, conegut precisament per introduir el 1825 el model
que rep el seu nom, també anomenat model logistic.

Model:
P'(t) = P(t)(a+ bP(t)).
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Poblacié del mén

Calculs matematics: determinacié dels parametres

0,020

0,015 4

0,010 4

Taxa de creixement

0,005 4

0

Poblacié del mon

Els punts sén (P, P'/P) on usem que
P(tit1) — P(ti)

P'(t;) ~ P
1 1

La matematica, una eina ... Bellaterra, 4 de Mar¢ de 2023 16 /91



Poblacié del mén

Calculs matematics: solucié de I'equacié diferencial

Usant dades des de 1965 (poblacié 3.343) fins a 2005 obtenim:
F(P) = 0.0311338 — 0.00292213P
i, per tant, el model és:
P’ = P(0.0311338 — 0.00292213P),  P(1965) = 3.343,

amb solucié:

(1) = 0.1040802934
P = 0.02136511941 ¢0-0311335(1965—1) -+ 0.00976868059
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Poblacié del mén

Comprovacié de la coheréncia.

Poblacio del mon

1800 1900 2000 2100 2200
Any
Bellaterra, 4 de Marg de 2023 18 /91
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Poblacié del mén

Comprovacié de la coherencia i prediccions.

Any || Dades reals | Model Verhulst Any || Model Verhulst
1960 3.032 2.997 2010 6.924
1965 3.343 3.343 2020 7.634
1970 3.699 3.696 2030 8.259
1975 4.076 4.092 2040 8.785
1980 4.451 4.475 2050 9.220
1985 4.855 4.896 2100 10.317
1990 5.295 5.321 2150 10.581
1995 5.719 5.718 2200 10.638
2000 6.124 6.140 2250 10.651
2005 6.515 6.526 2300 10.654

Taula 2: Prediccié de la poblacié del mén usant el model de Verhulst.
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Poblacié del mén

Prediccions.

Any || Model Verhulst
2010 6.924
2020 7.634
2030 8.259
2040 8.785
2050 9.220
2100 10.317
2150 10.581
2200 10.638
2250 10.651
2300 10.654

@ El model va preveure que s'arribaria a 7 x 10° I'any 2011 i va passar!

e El model va preveure 7.634 x 10° per 2020. L'any 2020 érem uns
7.7 x 10°.

o El model preveu 9.22 x 10° per 2050. La ONU, 9.7 x 10°.
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Poblacié del mén

Avui en dia

De nou, fullejant la revista PRONTO (novembre 2022) vaig trobar:

:glé’:”:: E' habitante ocho mil 1 pasado 15 de noviembre, en esta Fnota
% e o de polvo del universo que es la Tierra,
mlllones ha naCIdO ya nos juntamos 8.000 millones de personas,
i4 3 A un hito que es fruto del frenético creci-
ng‘a.n’, naCIdg en.lda Relpubhca miento de la poblacion, a un ritmo de unos
5 Qmm'cana‘ a sido e eQ'dO‘ 135 millones de personas mas cada afo.
simbolicamente, como esa persona Damian, que nacié el pasado 15 de no-
0S % viembre en Santo Domingo (Repuiblica Do~
Hota minicana) con un peso de 2,77 kilos y midio
1AiHib 52 centimetros, ha sido elegido, simbolica-
Gt mente, como ese habitante 8.000 millones
t para delos humanos que habitamos este planeta.
1 48° Megaurbes verdes
Mick RE L -
Coo- )
!yrody También se estima que, para el afo
Toro' 2050, 7 de cada 10 personas viva en una
eBlon' megaurbe, es decir, en una ciudad de di-
talek, mensiones colosales, con edificios cada
uire y vez mas altos y més areas verdes y con un
Bisde gran desarrollo tecnologico para optimizar
Faron ol el transporte y las comunicaciones. m
n Be- . X =
=4

@ Es un projecte interessant refer les prediccions usant les noves dades.
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Poblacié del mén

Algunes reflexions

@ El model funciona tot i la seva simplicitat.
@ Es interessant reflexionar que malgrat la falta d’homogeneitat dels
paisos i els continents, mirar-ho tot en conjunt ho fa més simple.

60-

o
<

N
<

w
<

Africa

%)
<

America

Tant per cent de la poblacié del mén

<

Europa

Oceania

1800 190 2000 2100
Any
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Efecte papallona

Index de la xerrada

e Efecte papallona
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Efecte papallona

Caos i efecte papallona

Potser heu sentit que en molts models de la realitat els problemes per a
obtenir previsions fiables venen de que el model presenta:

o Caos, o
e Dependéncia sensible respecte a les condicions inicials (efecte

papallona).

Avui parlarem només d’'aquesta segona propietat, i explicarem per qué quan
es déna és molt dificil obtenir prediccions a llarg termini.

Entrar en més detalls sobre el Caos donaria lloc a una xerrada sencera.
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Efecte papallona

Efecte papallona

Es diu que hi ha efecte papallona quan petites variacions en les condicions
inicials d'un model (com passa a |'atmosfera quan una papallona mou les
ales) poden produir grans variacions en el comportament del mateix a llarg

termini.

Bellaterra, 4 de Mar¢ de 2023
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Efecte papallona
Efecte papallona al cinema

ASHTON KUTCHER AMY SMART

N21

enUSA

l?fecto Ma riposa
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Efecte papallona

Numeros de Fibonacci

Els avantpassats d’un abellot

a, = avantpassats en la generacié n

w-a-1  APOAR
as =2 d

a3 =3 OL \Q/
a4:5 \\ /

an—1 enésim nombre |
de Fibonacci d

Figura del punt de llibre: Biologia Matematica, A. Calsina i S. Cuadrado.
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Efecte papallona

Numeros de Fibonacci-ll

Els ndmeros de Fibonacci, F, s'obtenen a partir de la segiient recurrencia:

Fn+2 = F,,+1 + Fn, Fo = 1, =1

Aixi, els primers sén:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . ..

i van ser introduits per Leonardo de Pisa (1175-1250), també conegut com
a Leonardo Pisano, Leonardo Bonacci, Leonardo Fibonacci per a modelar
una poblacié de conills.
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Efecte papallona

Nimeros de Fibonacci i parelles de conills
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Efecte papallona

Arbre de Fibonacci

21 1
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Efecte papallona

Una recurrencia similar amb efecte papallona

Considerem la seglient recurrencia:

13 4 1
Xn+2:?Xn+1_§Xn7 X0=1,X1=§-
A, 13 1 4 13 12 1
Xzi —_—— = 1:———:7
273 %373 9 9 0
Els valors X, sén:
1111 1\"
379727781 \3/)

i, per tant
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Efecte papallona

Una recurrencia similar amb efecte papallona-II

Comparem ara les dues successions

1 4 1
Xnyo = ;Xn—i-l — §Xn, Xo =1, X3 =0.3333333333333... = 3
13 4
Yni2 = ?Yn+1 — gYn, Yo =1, Y1 =0.333333.
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Efecte papallona

Lo ] X Y]
0 || 1.0000000000
1 || 0.3333333333 000
2 || 0.111111111 09666
3 || 0.0370370370 1222
4 || 0.0123456790 22407
5 || 0.0041152263 022135
6 || 0.0013717421 0999378
7 || 0.0004572473 103220
8 || 0.0001524157 580540
9 || 0.0000508052 2378046
10 || 0.0000169350 9530815
11 || 0.0000056450 .38129471
20 || 2.867 x 10710 | -99955.60252

De fet

lim X, =0 i |lim Y, =—occ.
n—oo n—o0
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Efecte papallona

Efecte papallona al model de Lorenz

El sistema d’equacions diferencials de Lorenz, matematic i meteroleg nord-

america (1917-2008), és

x" =10(y — x),
y' =28x —y — xz,
7 =-8z+4xy,

i va ser introduit com un model simplificat per a estudiar |'atmosfera. Aqufi

x té a veure amb la conveccié i y i z sén temperatures.

La matematica, una eina ... Bellaterra, 4 de Mar¢ de 2023

34 /91



Efecte papallona

Efecte papallona al model de Lorenz

20

(%0, ¥0, 20) = (2,5,20.001)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Diferencia entres les dues x(t)
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Récords

Index de la xerrada

@ Records
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Récords

El nombre de records

Tots hem sentit alguna vegada una frase similar a:
@ Aquest més de febrer és el més calords que recordo,
@ Aquesta tardor és la que més pluja ha tingut en aquest segle,
° ...

Donada una successioé ordenada de dades diferents:
X17X27X37 cee XNa

direm que Xj és un record si el seu valor és més gran que tots els anteriors
de la successid.
Aixi, per exemple, els valors en vermell de la seglient successié sén records:

10,7,1,9,12,11,3,6,0,27,12,22,5,2,1,77,29,50, . ..
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Récords

Tornados

Per exemple, considerem el nombre anual de tornados a lllinois entre 1956
i 2004.

En aquests 49 anys, els récords del nombre de tornados van ser durant els
anys 1956 (el primer any sempre és un record), 1957, 1973, 1974 i 2003, és
a dir 5 records.

Podriem predir que 5 és el nombre esperat de récords en aquest periode?
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Récords

Temperatura minima a Barcelona

Temperatura minima a Barcelona el 17 d'octubre durant el periode 1900-
2006 segons la Vanguardia:

21
20
19
18
17
16
15
14
13
12
11
10

0

® %
)
MM MCAIC LI

Records: 5 o 6.
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El resultat matematic que hi ha darrera és:

Teorema. Siguin Xi, Xp,..., X, variables aleatories continues, indepen-
dents i identicament distribuides. Aleshores el nimero esperat de records
de la successié (X1, Xo,...,X,) és

1 1 1 1
Ndm. tderécords=1+ -+ =+ --- f:E — = hp,.
um. esperat de records +2+3—|— + - k_lk n

La prova d'aquest resultat es basa en la teoria de la probabilitat. Per exem-

ple, els valors — apareixen per qué totes les variables sén idénticament
1

distribuides i la probabilitat de que X} sigui un récord és precisament Z
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Récords

Un treball relacionat

Aquests exemples i una explicacié detallada es pot trobar a:

b, ISSN: 18871097

Publicaci6 clec
le la Universitat A
www.mat . uab. cat /natmat

Quants récords veurem al

llarg de la nostra vida?

Xavier Bardina

1 Introduccié i exemple

Les situacions extremes sempre han estat observades amb gran inte En
manuscrits antics ja es troben textos sobre estius extraordinariament freds,
sobre inundacions, sobre temperatures molt elevades, etc,

Naturalment hom s’interessa també en els records d’altres disciplines. Per
exemple, El llibre Guinness dels Récords (veure [5]) és molt popular a tot el
mén i sovint se'n treuen noves versions.

El punt de vista de la teoria proba-
bilistica dels récords permet demostrar
alguns resultats curiosos. Per exemple,
en aquest treball veurem que si suposem
que la variable cota mazima de neu que
cau a Uhivern s’ajusta al nostre model, de
mitjana, un nen d’onze anys haura vist
en la seva vida 3 récords mentre que un
avi de 83 anys n’haura viscut només 5.
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Récords

Resultat matematic: com calcular h,

El valor h, té molt a veure amb la coneguda com serie harmonica, que

constitueix el primer exemple de suma d'infinits nombres, cada cop més
petits, perd que suma "infinit":
S 11 1 1 1 1 1 1 B
R R R R - ST A
La prova més antiga d'aquest fet, és de voltants de 1350 i s'atribueix al
filosof frances Nicole Oresme (1323-1382).
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Récords

Resultat matematic: com calcular h,

La prova d’Oresme és:

5—1+1+1+1+1+1+1+1
T2 '3 4 5 6 7 8
+—1 + L + L + L + L + L + L + L + 1
9 10 11 12 13 14 15 16 17
_{+1+(L+3+(1+1+1+1>
) 3 4 5 6 7 8
+G+i+i+i+i+i+i+ij+i+
9 10 11 12 13 14 15 16
>1+1+1+1+1+ =
2 2 2 2 ... = Q.

La suma s'acosta molt poc a poc cap a infinit. Per exemple:
1000 108 10°

1 1 1
hmmz}:;=7A%~WMW=§:;=14%~WMm=§:;=2L%~-
k=1 k=1 k=1
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Récords

Com calcular h, i la constant ~ d'Euler

Euler, el 1731, va provar que

lim (hn, —In(n)) =1,

n—o0

on v és precisament el nimero que avui en dia anomenem constant d'Euler
i que és una de les constants més famoses a matematiques, encara que no
tant com 7 o e.

@ El seu valor és v =~ 0.577218.

@ Mascheroni la va calcular I'any 1790 amb dinou xifres decimals

correctes,

@ L'any 1812, Gauss la va obtenir amb quaranta xifres significatives.

@ Avui en dia encara no se sap si 7y és racional o irracional.

@ A nivell practic:

1 1
hn = v +1In(n) + 5 ™ 0.577218 + In(n) + T
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Récords

Com calcular h, i la constant ~ d'Euler

| n [ 10 [ 102 [ 10° [ 10* [ 10° | 10° | 10° |
hn 2.93 [5.19 | 7.49 [ 9.79 [ 12.09 | 14.39 | 21.30
v +1In(n) +1/(2n) || 2.93 [ 5.19 [ 7.49 | 9.79 [ 12.09 | 14.39 | 21.30

Valors de h, amb dues xifres decimals significatives i les seves aproximacions
v+ In(n) + 2.
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Récords

Tornem a les aplicacions

@ El nimero de records de tornados entre 1956 i 2004 (49 anys) era 5.
Tenim que: hag ~ 4.479.

@ Reécords amb les temperatures maximes i minimes entre 1900 i 2006
(només 97 anys, degut als anys sense mesures) eren 4, 5, 5, 6. Tenim
que: hg7 =~ 5.157.

Es poden trobar moltes més aplicacions: terratremols amb magnitud major
que 6.5, quantitat de pluja, ...

Per exemple, si considerem que la variable cota maxima de neu que cau a
['hivern s’ajusta al nostre model, de mitjana, un nen d’onze anys ja haura
vist en la seva vida 3 récords mentre que un avi de 83 anys n'haura viscut

nomes 5.
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Récords

Canvi climatic

Aquest punt de vista ens pot servir com a eina estadistica per a ratificar

que estem vivint un canvi climatic.

Julio es cada vez mas caliente
En comparacion con el promedio global 1850-1900, °C

12

09
0.6
03
0
-0.3
1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
Fuente: Copernicus Climate Change Service (C3S) [B]B][C]

Si hi ha molts més récords dels esperats es pot assegurar que alguna de les
hipotesis que hem fet no es compleix. Aixi, o bé les variables aleatories no
sén independents o bé no tenen la mateixa distribucié. Aquest segon cas

ens diria que el clima esta canviant.
Bellaterra, 4 de Mar¢ de 2023 48 /91
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Index de la xerrada

© Altres exemples
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Altres exemples

Uns quants models més

Per acabar comentarem breument uns quants exemples més de models
matematics:

@ Perque es veu I'arc de Sant Marti doble?

Llei de Newcomb-Benford

Com s’absorbeix un medicament o I'alcohol a la sang?
Com funciona la datacié per C4?

Quant triga a buidar-se un diposit d'aigua?

Com seria una clepsidra (rellotge d'aigua) ideal?

Perqué la Torre Eiffel té la forma que té?
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Uns quants models més

Perque es veu I'arc de Sant Marti doble?

Llei de Newcomb-Benford

Com s'absorbeix un medicament o I'alcohol a la sang?
Com funciona la datacié per C4?

Quant triga a buidar-se un diposit d'aigua?

Com seria una clepsidra (rellotge d’aigua) ideal?

Perqué la Torre Eiffel té la forma que té?
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Perqué es veu I'arc de Sant Marti doble?

Port de Séller, febrer 2023.
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Perqué es veu I'arc de Sant Marti doble?
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Uns quants models més

Perque es veu I'arc de Sant Marti doble?

Llei de Newcomb-Benford

Com s'absorbeix un medicament o I'alcohol a la sang?
Com funciona la datacié per C4?

Quant triga a buidar-se un diposit d'aigua?

Com seria una clepsidra (rellotge d’aigua) ideal?

Perqué la Torre Eiffel té la forma que té?
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Llei de Newcomb-Benford

La Ilei de Newcomb-Benford va ser descoberta el 1881 per |'astronom america
Simon Newcomb, quan va adonar-se que a les taules de logaritmes les
pagines del nombres que comencaven amb 1,2,3 estaven molt més des-
gastades que les altres pagines.

Aquesta llei va ser redescoberta el 1938 pel fisic america Frank Benford, qui
la va observar en dades de més 20 dominis diferents. De fet avui en dia a
molts llocs es coneix simplement com llei de Benford.

S. Newcomb F. Benford
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Llei de Newcomb-Benford

En poques paraules la llei de Newcomb-Benford és una distribucié de prob-
abilitat que ens déna la freqiiéncia del primer digit en molts (perd no tots)
conjunts de dades extrets de la vida real.

Per exemple, en aquesta distribucié el nombre 1 apareix com a primer digit
en aproximadament el 30% dels casos, mentre que els altres nombres apa-
reixen en aquesta posicié amb menys freqliencia.

30.4%

17.6%
12.5%
8.7%
7.9% -
6.7
5.8%

l l ' si fl
1 2 3 4 5 6 7 3

3

La matematica, una eina ... Bellaterra, 4 de Mar¢ de 2023 56 /91



Treball d'en

Benford

Altres exemples

Title 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | Count
Rivers, Area 31.0| 16.4 | 10.7 | 11.3 72| 86| 55| 4.2 51 335
Population 33.9 | 204 | 142 8.1 721 62| 41| 37 2.2 3259
Constants 413 | 144 | 48 86| 106 | 58 | 1.0 | 29 | 10.6 104
Newspapers 30.0 | 18.0 | 12.0 | 10.0 80| 6.0| 6.0 | 5.0 5.0 100
Spec. Heat 240 | 184 | 16.2 | 146 | 106 | 41| 3.2 | 48 4.1 1389
Pressure 296 | 183 | 128 | 9.8 83| 64| 57| 44 4.7 703
H.P. Lost 300 | 184 | 11.9 | 10.8 81| 70| 51|51 3.6 690
Mol. Wgt. 26.7 | 25.2 | 154 | 10.8 67| 51| 41| 28 3.2 1800
Drainage 271 | 239 | 138 | 12,6 82| 50| 50| 25 1.9 159
Atomic Wgt. 47.2 | 18.7 5.5 4.4 66| 44| 33| 44 55 91
n~L /n 25.7 | 20.3 9.7 6.8 6.6 | 68| 7.2 | 8.0 8.9 5000
Design 26.8 | 148 | 143 75 83| 84| 70|73 5.6 560
Digest 334 | 185 | 124 75 71| 65| 55| 4.9 4.2 308
Cost Data 324 | 188 | 10.1 | 10.1 98| 55| 47| 55 31 741
X-Ray Volts 279 | 175| 144 | 9.0 81| 74| 51|58 4.8 707
Am. League 327 | 176 | 126 | 9.8 74| 64| 49| 56 3.0 1458
Black Body 310 | 17.3 | 141 8.7 66| 70| 52| 47 54 1165
Addresses 289 | 19.2 | 126 | 8.8 85| 64| 56| 5.0 5.0 342
n,n?,...,n! 253 | 16.0 | 12.0 | 10.0 85| 88|68 71 5.5 900
Death Rate 27.0 | 18.6 | 15.7 9.4 67| 65| 72| 438 4.1 418
Average 306 | 185 | 124 | 94 80| 64| 51| 4.9 4.7 1011
Benford's Law | 30.1 | 17.6 | 125 | 9.7 79| 6.7 | 58| 51 4.6
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Quina és la llei de Newcomb-Benford?

Es diu que una variable aleatoria discreta X té distribucié de Newcomb-

Benford si:

@ Pren els valors {1,2,3,...,9}, i a més

14k
pi = P(X = k) = logyg <JI:> k=1,2,...,9.

Observem que
3 10
pL+p2+ -+ po = logo (2) + logyg 5 + -+ logyg 9 )

(log10(3)—l0g10(2)) + (logig(4)—logio(3)) + -+ +

=logy0(2) +
(log1(9) — log1o(8)) +

Aixi, per exemple:
e P(X =1)=log;p(2) = 0.301030. ..
e P(X =5) =log;,(6/5) =0.079181...
e P(X =9) =log;,(10/9) = 0.045757 . ..

Bellaterra, 4 de Mar¢ de 2023
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Perque apareix la llei de Newcomb-Benford?

Una de les explicacions més acceptades és que aquesta llei apareix per que
és la Unica invariant per canvis d'escales.

Aixi, per exemple, si es déna quan considerem llargades de rius en Km.
també s’ha de donar quan els mesurem en milles!

Matematicament, aquest fet s'acaba traduint en que

1+k

P(X = k) = logyg < p

), k=1,2,....9.

Més informacié a:
E. Janvresse i T. de la Rue, La llei de Benford. Butl. Soc. Catalana Mat.
24 (2009), 5-12.
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Un exemple d'aparicié de la llei de Newcomb-Benford

Valor Freq esp | Freq obs (n = 100) | Freq obs (n = 1000) | Freq obs (n = 10000)
1 0.3010 0.3000 0.3010 0.3011
2 0.1761 0.1800 0.1770 0.1762
3 0.1249 0.1300 0.1250 0.1250
4 0.0969 0.0900 0.0960 0.0968
5 0.0792 0.0800 0.0800 0.0792
6 0.0669 0.0600 0.0670 0.0668
7 0.0580 0.0500 0.0560 0.0580
8 0.0512 0.0700 0.0530 0.0513
9 0.0458 0.0400 0.0450 0.0456

Primera xifra dels nimeros de Fibonacci

Al article segiient es demostra que els nimeros de Fibonacci satisfan la llei
de Newcomb-Benford:

L. C. Washington, Benford's law for Fibonacci and Lucas numbers. Fi-
bonacci Quart. 19 (1981), 175--177.
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Primera xifra dels nimeros de Fibonacci
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Altres aplicacions de la llei de Newcomb-Benford

Com passa amb algunes descobertes matematiques, la llei de Newcomb-
Benford ha estat molt temps una curiositat sense cap aplicacié practica.

Pero als anys noranta del segle passat |'economista america Mark Nigrini
va suggerir la utilitzacié de tests basats en aquesta llei per a la deteccié de
dades falsificades.

Nigrini va demostrar que un examen acurat dels nombres que sortien a la
comptabilitat d’'un negoci podia permetre a un comptable expert detectar
possibles fraus.

De fet, I'experiencia mostra que les dades autentiques han de seguir la
llei de Newcomb-Benford. Al contrari, qui inventa nombres té tendeéncia a
sobreestimar |'aparicié de 5 i 6.

Recentment també s'ha intentat usar per a detectar possibles fraus elec-
torals.
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Uns quants models més

Perque es veu I'arc de Sant Marti doble?

Llei de Newcomb-Benford

Com s'absorbeix un medicament o I'alcohol a la sang?
Com funciona la datacié per C4?

Quant triga a buidar-se un diposit d'aigua?

Com seria una clepsidra (rellotge d’aigua) ideal?

Perqué la Torre Eiffel té la forma que té?
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Com s'absorbeix I'alcohol a la sang?

mg/ml 0z

A
o0 05 1o 1 Dﬁme[hrﬁ

S(t) =at-b'

(a>0,0<b<1

2
1

UlZSiiﬁ?K‘)leZ]J‘M]F-T

Imatge extreta de la xerrada: How Math Models the Real World (and how
it does not) de Saleem Watson de la California State University.
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Com s'absorbeix un medicament a la sang?
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Imatge d'un article del European Journal of Pharmaceutical Sciences
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Uns quants models més

Perque es veu I'arc de Sant Marti doble?

Llei de Newcomb-Benford

Com s'absorbeix un medicament o I'alcohol a la sang?
Com funciona la datacié per C4?

Quant triga a buidar-se un diposit d'aigua?

Com seria una clepsidra (rellotge d’aigua) ideal?

Perqué la Torre Eiffel té la forma que té?
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Datacié per C*

LE CARBONE 14

ET SES APPORTS A L'ARCHEOLOCIE
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Com funciona la datacié per C4?

o Es una tecnica descoberta i desenvolupada pel fisic-quimic
nord-america Willard Frank Libby en I'any 1949, que |i va valer premi
Nobel de quimica el 1960.

@ La idea principal és que la quantitat de carboni 14 té una
concentracié uniforme en tots els éssers vius, i aquesta comenca a
disminuir quan moren, degut a la desintegracié radioactiva.

o Sigui x(t) la quantitat de C'* a I'instant t. Aleshores la velocitat de
desintegracid és proporcional a la quantitat del element, és a dir

X'(t) = —kx(t), x(0)= xo,

on k depen de I'element estudiat.

@ Pel carboni 14, se sap que en uns 5730 anys, la quantitat es redueix a
la mitad, i aix0 ens permet trobar k.

@ Resolent I'equacié diferencial obtenim

Clno—t_ ot
X(t) = xpe In25355 — Xg2 5730,
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Datacidé del Sant Sudari de Tori

P. E. Damon et al, Radiocarbon dating of the Shroud of Turin, Nature. 337
),

(1989), 611-615.
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Datacié del Sant Sudari de Tori

o L’any 1988, amb I'autoritzacié del Vatica, els laboratoris de I'Escola
Politecnica Federal de Zuric, la Universidad d'Oxford i la d'Arizona
van datar el sudari amb aquest metode.

e Simplificant, van veure que la quantitat de C'* present al sudari era
entre el 92 i el 93 per cent del que tindria si fos un esser viu.

@ Recordem que la quantitat de C1* és:

X(t) = Xoe_ln2ﬁ = XoQ_TEO.
@ Imposant que x(t1) = 0.92xp o que x(t2) = 0.93 xp obtenim que:
In(0.92 In(0.93
— 5730M09) a9 4 = 573009) L 6oo.

In2 In2
Per tant, com que les proves es van fer al 1988, es conclou que el
sudari és de I'Edat Mitjana, d'entre 1299 i 1388. Més precisament, al
treball de Nature es diu que és d’entre 1260 i 1390, amb un 95% de
confianga.

@ En resum, segons aquest estudi el sudari no és de I'época de Crist.
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Uns quants models més

Perque es veu I'arc de Sant Marti doble?

Llei de Newcomb-Benford

Com s'absorbeix un medicament o I'alcohol a la sang?
Com funciona la datacié per C4?

Quant triga a buidar-se un diposit d'aigua?

Com seria una clepsidra (rellotge d’aigua) ideal?

Perqué la Torre Eiffel té la forma que té?
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La clepsidra o rellotge d'aigua

Els rellotges d'aigua ja s'usaven a Mesopotamia fa més de 3000 anys.

Veurem com usant la llei de Torricelli podem saber a quina velocitat es
buiden.
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La clepsidra o rellotge d'aigua

d(volum al instant t)
dt

Llei de Torricelli (1608-1647): la velocitat de sortida es 1/2gy, on y ens
ddna I'alcada de I'aigua respecte on hi ha el forat, que té area S.

Matematicament: V(1)
d(V(y _
4 - Sv/2gy(t).

= —(area del forat) x (velocitat de sortida),
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La clepsidra o rellotge d'aigua

on y(t) és I'alcada d'aigua a I'instant t.

Per figures de revolucié, V(y) = Wfo f2(s)ds, on f(y) és la funcié que ens
ddna el perfil a alcada vy, i per tant, si el forat esta a la base,

w2 (y(1))y'(t) = —Sv/28y(t).
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La clepsidra o rellotge d'aigua

L'equacié diferencial que ens diu com es buida un cos de revolucié, amb un
forat d'area S a la base, és:

y'(t) = S?édjgg), y(0) = yo (alcada d'aigua al principi).

Per exemple, per un recipient cilindric amb base de radi ¢, f(y) = ¢, I'equacié

diferencial és s/
y(t) = =25V, v(0) = .

Resolent-la s'arriba a:

v = (vio- 528 ¢)

i per tant el temps de buidatge del diposit, t = t*, és la solucié de y(t*) = 0,

és a dir,
o 21l?\ /o
- S\2g
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La clepsidra o rellotge d'aigua

Buidatge diposit cilindric Buidatge clepsidra ideal

y(t) = (Vo — kt)? y(t) = yo — kt.
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Clepsidra ideal

Sabem que
y(0) =228 T 0=
i volem que

y(t) = yo — kt.
Per tant, anomenant u = y(t) = yp — kt,

e SV Vu
m 2(u).

D'on es dedueix que

(o) = \/3\/@[:@[ on o \/E@
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Clepsidra ideal

Figura de revolucié, amb perfil (a ¢y, y), és a dir (x, 8x*), 8 =a™*.
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Uns quants models més

Perque es veu I'arc de Sant Marti doble?

Llei de Newcomb-Benford

Com s'absorbeix un medicament o I'alcohol a la sang?
Com funciona la datacié per C4?

Quant triga a buidar-se un diposit d'aigua?

Com seria una clepsidra (rellotge d’aigua) ideal?

Perque la Torre Eiffel té la forma que té?
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Perque la Torre Eiffel té la forma que té?

CI
DIFERENCIALES

AnicAoD A 1n rich ¥ TeGNIA

uuuuuuuuu

En el llibre classic: Ecuaciones diferenciales, de P. Puig Adam, I'autor explica
que si imposem que tots els punts de la Torre suporten la mateixa pressio,

arribem a
pes superior P+5f0y S(s)ds
area de la seccié S(y) ’

k = pressié =

on S(y) és 'area de la seccié que esta a algada y > 0, el punt més alt de
la torre és y =0 i les y > 0 sén cap avall.
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Perque la Torre Eiffel té la forma que té?

Derivant

pes superior P +4 [§ S(s)ds

k = pressié = — = )
P area de la seccié S(y)

arribem a kS'(y) = 6S(y), és a dir,

S = 250). S0)= %

Resolent I'equacié diferencial: S(y) = Soegy. Si suposem que el perfil es
quadrat, amb costat a(y), aleshores S(y) = a?(y) i

a(y) = aoe%y.
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Perque la Torre Eiffel té la forma que té?
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Perque la Torre Eiffel té la forma que té?

El model que hem presentat és molt senzill i avui en dia es pensa que Eiffel
va tenir en compte també la forca del vent, pero ell no va deixar escrit com
ho va fer. Per més detalls consultar:

e J. Gallant, La forma de la Torre Eiffel, Am. J. of Phys. 70, 2 (Feb
2002).

@ P. Weidman and |. Pinelis, Model equations for the Eiffel Tower
profile: historical perspective and new results, C. R. Mecanique 332
(2004) 571-584.

o J. lldefonso Diaz, Matematicas que sustentan columnas, torres y
rascacielos, Rev. R. Acad. Cienc. Exact. Fis. Nat. 103 (2009) ,
231-251.
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Index de la xerrada

© Encara més....
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Més models

Models per I'enginyeria Patrons a la natura
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Més models

Criptografia

Dinamica de fluids
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Més models

Teoria de jocs Optimitzacié
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Més models . ..

Satel-lits Grafs i xarxes
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Les matematiques i les altres disciplines

Mathematical
Sciences
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Matematiques i Covid-19

JORNADES SCM
MATEMATIQUES
1 COVID-19

13-14 de juliol 2020 ~‘r:&

~—4

Plataforma virtual IEC -

@ Introduccié als models matematics en epidemiologia,
@ Recerca matematica al voltant de la Covid-19,

@ Debats de la comunitat matematica al voltant de la Covid-19.
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