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3.5 Experimentacié numerica

Seleccié de problemes preparada per Joan Torregrosa i Arus, pro-
fessor de Matematica Aplicada del Departament de Matematiques
de la Universitat Autonoma de Barcelona. tel.: 93 58119 36,
e-mail: torre@Qmat.uab.es.

3.5.1. El professor ens demana les arrels de I'equacié 2 — 20002 + 1 = 0 amb totes les xifres
correctes que ens permeti la nostra calculadora. Comproveu que 1’expressié

1000 + /1000% — 1

no és una manera efectiva de calcular I’arrel corresponent al signe menys. Trobeu una
expressio equivalent, pero que doni menys error de calcul.

Resposta: 5.00000125F — 04, 1.9999995F + 03
3.5.2. Hi ha diversos métodes per a calcular I'arrel quadrada d’un nombre. Comproveu que, si

teniu una calculadora que només pot sumar, multiplicar i dividir, podeu usar la successié
definida per ’expressio recurrent

1 c
To = ¢, $n+1:§ $n+x—
n

per a calcular /¢, per a qualsevol niimero ¢ positiu. Useu aquest metode per a trobar
V2. Quants passos heu de fer per a qué z,41 i &, coincideixin, almenys per a tots els
digits que us dodna la vostra calculadora?

3.5.3. (*) Un amic nostre s’acaba de comprar una calculadora nova, i ens diu que

V/2.15283 — v/2.15263 = 0.00006815617645 = 6.815617645E — 05.

Ens ho podem creure?

Com podrieu calcular

{/2.15283 — /2.15263
per a k= 3,47
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3.5.4. Leonard Euler (1707-1783) va provar que els nombres primers que s’escriuen de la forma
4n + 1 s’escriuen com a suma de dos quadrats. Es a dir, que existeixen x,y € N tals que
4n + 1 = 22 + y2. Comprova-ho per als primers menors que 100, trobant el parell (z,v)
corresponent a cada primer.

3.5.5. (*) Fullejant un llibre antic de la biblioteca hem trobat la férmula segiient:
1
142+3+--+n= §n(n+1).
Es certa? Comproveu-la per a uns quants valors de n. Demostreu-la a partir de comptar

el nombre total de quadradets de mida unitat d’un quadrat de mida n xn de dues formes:
una com n? i laltres comptant els quadradets que hi ha a cada diagonal.
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3.5.6.

Noteu que no deixa de ser curiés que, en aquesta féormula, hi hagi un polinomi de

segon grau en 1 :
1 1, 1 )

—n(n+1) = =n*+ —n = agn” + a1n + ap.
2 2 2

Amb aquesta férmula podrem sumar els primers n nombres naturals, perd com ens
ho podriem fer obtenir una férmula per a calcular

12422432+ +n??

En el mateix llibre ens diu que en aquest cas la formula que hem de buscar ha de
ser un polinomi de grau 3. Pero, per més que I'hem buscat no I’hem trobada; sabrieu
trobar-la?

Podrieu fer el mateix per a sumar
1P4+28+3 4.+ 0%

(**) Per a obtenir el valor de

1
Ik:/ ¥ sin(rz)dx
0

per a tots els valors parells de k € N proveu, fent servir la férmula d’integracié per parts,
que es pot usar la férmula recurrent segiient:
2 1 k(k-1)

==, h==->=
s ™ s

I_o.

Calculeu fent servir una calculadora el valor de I, per k = 2,4,6,8,10. Quin valor s’obté
per a Iyy? S’assembla al valor correcte, que és 6.68022456848 ' — 037 Quina explicacié
hi trobeu?

D’altra banda, considerem la mateixa recurrencia que abans, pero escrita al revés:
b) )

1

Iy o= (m— WQIk)m-

Prenem ara un valor erroni de I, per exemple Iy = 0. A partir d’aquest valor, si
substituim a la férmula fins a obtenir Is, arribem ara a un resultat correcte. Podries
dir que esta passant?
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3.5.7.

3.5.8.

3.5.9.

3.5.10.

3.5.11.
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(*) Per a quins n € N les solucions de l'equacié
nt> +(n+1)t—(n+2)=0
sén nombres racionals? Feu-ho per a alguns valors de n petits.

(*) Donada la funcié f(z) = 22 + 2, hi ha algun parell (a,b) de nombres enters tal que

4f(a) = f(0)?

(*) Existeixen (a, b, ¢) nombres enters, de forma que siguin solucions del sistema d’equa-
cions segiient?
ad -0 - = 3abe
a®> = 2(b+c¢)
(*) A partir de I'expressi6
23 25 2T 29 > (1) 0
t — e - - - J— i+1
arctan(z) = x 3+5 7+9+ ;%Jrlx ,
es pot obtenir una expressié per a m usant la igualtat
m  3.1415926535897932385 . . . 1 1 1 1 2 (—1)°
L —arctan(l) =1 — -+ - — =4 — 4+ = .
1 1 arctan(1) R R O

i=0
Quants termes us cal sumar per obtenir m amb 2 xifres decimals correctes?
Com es millora el calcul si, en lloc d’aquesta, usem que T = 2arctan(%) + arctan(3).

Hi ha altres maneres d’obtenir 7. Proveu d’usar les expressions segiients, i discutiu
quina és la que creieu la millor:

7 224466881010

2 13355779911 '

4 12
l+-—=24 —
T 32
2+ 52
2
+2+...
4 12
i
™ + 922 ’
3+ 32
5
+7+...
2 o0
s 1 1 1 1
e e i

(**) Una parella de conills joves tarden un mes a fer-se adults, és a dir, a estar en
condicions de poder-se reproduir. Si suposem que una parella de conills adults té una
parella de conillets cada mes, quants conills tindrem al cap d’un any, si inicialment només
tenim una parella de conills joves?

Per a poder respondre a aquesta pregunta, podem plantejar la taula segiient:
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3.5.12.

3.5.13.

O

® O
® & O O

Q@ ¥ ® & O O O

on el sfmbol () representa una parella de conills joves, i Q) una parella de conills adults.
Aixi, al cap d’un més la parella jove s’ha convertit en adulta, i al cap de dos mesos la
parella adulta ha tingut descendéncia, i amb aix0 tenim ja dues parelles, i aixi successi-
vament. D’aquesta manera podem construir la successié de nimeros segiient:

RRIVKO

1,1,2,3,5,8,13,21,---

Una manera de d’escriure el que esta passant, consisteix a considerar la successio
recurrent segiient:

ug =1, u1 =1, Upt41 = up +up—1 peran > 2.

Aquesta successio es coneix amb el nom de successié de Fibonacci.
Comproveu que es compleixen les propietats segiients:

(a) uZ+u?, y =ugpsr sin>1.

(b) Uniitn_1 —u = (=1)"sin > 2.

(c) Sim divideix a n, llavors u,, divideix a w,.

(**) Si definim la successié de polinomis segiient en la variable ¢,

uop(t) =0, ur(t) =1, up(t) = tup—1(t) — up—al(t),
comproveu, per a alguns valors de n, que
(a) ur(t) +ug(t) + -+ ugn_1(t) = un(t)?,
(b) un(t)* = tn—1(t)un+1(t) + 1.
(**) Siguin ng,n1,n9, tres ndmeros enters tals que ng < ny < ng. Comproveu que

I’expressié
Ng —ng N2 —N1 N1 —No

2-0 2-1 1-0

també és un enter.

Si considerem ara que en tenim quatre, ng, n1, ng, n3, de manera que ng < n; < ng < ns,
comproveu que, també en aquest cas, I’expressié
ng—nog Ng—nN1 N3—MN2 N2—Ng N2—N1 N1 —TN0
3-0 3—-1 3-2 2-0 2—-1 1-0

és un enter.

En general, si considerem k + 1 enters tals que ng < ny < --- < ng, 'expressié
I ~=
j— 1
o<icj<k J

també és un enter.
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3 2

3.5.14. (**) Siguin a, b, ¢ arrels de l'equacié z° — x* — 2z — 1 = 0. Comproveu que sén diferents.

Comproveu donant valors a n € N que
b — — g a® — b

b—c c—a a—>b

és un nombre enter.

S’ha consultat el llibre Polynomials de E.J. Barbeau, Springer-Verlag, 1989.

Conjunt fractal de Mandelbrot.



